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Aus dem Bildungsplan 2016

,Das Leistungsfach geht quantitativ wie qualitativ iber die Anforderungen des
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Vorgehen ein vertieftes Verstandnis mathematischer Begriffe und Zusammenhéange und
deren Verwendung fir Argumentationen.*
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Leistungsfach Mathematik
Schriftliche Abiturprifung 2021 und 2022

Struktur

Struktur eines Aufgabensatzes

Pflichtteil (ohne Hilfsmittel)

20 VP

keine Auswahlmdglichkeit

Anteile der Sachgebiete: (neu)

- Analysis:
- Geometrie:
- Stochastik:

10 VP
5 VP
5 VP

Wabhlteil Analysis

20 VP

(4 Aufgaben a 2,5 VP)
(2 Aufgaben a 2,5 VP)
(2 Aufgaben a 2,5 VP)

Die Lehrkraft wahlt zwischen A 1 und A 2.

Wahlteil Geometrie

10 VP

Die Lehrkraft wahlt zwischen B 1 und B 2.

Wahlteil Stochastik

10 VP

Die Lehrkraft wahlt zwischen C 1 und C 2.

Pflichtteil

(20 VP)

Analysis A 1 Analysis A 2
(20 VP) (20 VP)

Geometrie B 1

(10 VP)

Geometrie B 2

(10 VP)

Stochastik C 1

(10 VP)

Stochastik C 2

(10 VP)
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Leistungsfach Mathematik
Schriftliche Abiturprifung 2021 und 2022 Inhalte

Inhaltsbezogene Kompetenzen

Gleichungen
vgl. unten: ,Erwartete Kompetenzen im Bereich der Gleichungslehre”

Analysis

e Kenntnis grundlegender Funktionstypen und ihrer charakteristischen Eigenschaften:
Potenzfunktionen
ganzrationale Funktionen
trigonometrische Funktionen
einfache gebrochen-rationale Funktionen
naturliche Exponentialfunktion

e Wirkung von Parametern, insbesondere:
Verschiebungen in x- und y-Richtung
Streckungen in x- und y-Richtung
Spiegelungen an x- bzw. y-Achse

e Zusammengesetzte Funktionen:
Summen, Differenzen
einfache Produkte, Quotienten
einfache Verkettungen

e Bestimmung von Funktionen mit vorgegebenen Eigenschaften
e Funktionenscharen, Ortslinien
e Ableitung (auch héhere Ableitungen)
e Anderungsrate
e Ableitungsfunktion
e Tangente und Normale
e Ableitungsregeln:
Summen- und Faktorregel
Potenzregel

Produktregel
Kettenregel

e Untersuchung von Funktionen und Graphen, insbesondere:
Definitions- und Wertemenge
Nullstellen
elementare Symmetrie
Grenzverhalten, senkrechte und waagerechte Asymptoten
Monotonie, Krimmungsverhalten
Extrempunkte, Wendepunkte

e Anwendung der Differenzialrechnung, insbesondere:
Extremwertbestimmungen, auch mit Nebenbedingungen

e Stammfunktionen:
Summenregel
Faktorregel
lineare Substitution

e Integral
¢ Integralfunktion

e Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
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Leistungsfach Mathematik
Schriftliche Abiturprifung 2021 und 2022

Inhalte

e Anwendungen der Integralrechnung:
Berechnung von Flacheninhalten (auch unbegrenzter Flachen)
rekonstruierter Bestand
Mittelwert
Volumen von Rotationskorpern (neu)
e nicht: Folgen, Iterationen

¢ nicht: Differenzialgleichungen

Analytische Geometrie

e Vektor, Ortsvektor, Linearkombination

e Geraden

e Ebenen (Parameter-, Koordinaten-, Normalenform)
e Geraden- und Ebenenscharen

e Lagebeziehungen

e Skalarprodukt
Orthogonalitat
Betrag eines Vektors

e Spiegelungen
e Abstands- und Winkelberechnungen

auch: Abstand windschiefer Geraden (neu)
e Flachen- und Volumenberechnungen

e zeichnerische Darstellung von Objekten im Raum:
Schréagbilder, Spurpunkte, Spurgeraden

e Anwendung der analytischen Geometrie:
Beschreibung von Bewegungen im Raum

e Beweise mit Hilfe von Vektoren (neu)
nicht: Verfahren des geschlossenen Vektorzugs

Stochastik

e mehrstufige Zufallsexperimente, Baumdiagramme, Pfadregeln

e diskrete Zufallsgrol3e
Wahrscheinlichkeitsverteilung
Erwartungswert

e stetige Zufallsgrol3e (neu)
Dichtefunktion

e Binomialverteilung
Formel von Bernoulli
Erwartungswert, Standardabweichung (neu)
Histogramme

e Testen von Hypothesen mithilfe der Binomialverteilung
ein- und zweiseitiger Test (neu)
Fehler 1. und 2. Art (neu)

e Normalverteilung (neu)
Dichtefunktion

Erwartungswert, Standardabweichung
Glockenkurve
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Leistungsfach Mathematik
Schriftliche Abiturprifung 2021 und 2022 Kompetenzen Gleichungslehre

Erwartete Kompetenzen im Bereich der Gleichungslehre

0. Grundtechniken

e Faktorisierung durch Ausklammern

¢ Anwendung einer binomischen Formel ,rickwarts“ (neu)
e Substitution

e Einsetzungsverfahren

¢ Fallunterscheidung in einfachen Féallen (z. B. bei Gleichungen mit Parametern, Betrags-
gleichungen)

1. Lineare Gleichungen

Beispiel
1.1 ax=x+3 1.2 tx=3t

2. Quadratische Gleichungen

Beispiele

5, 2
2.1 EX —4x =2 2.2 2x°=18x-0,4
2.3 X2+%X—%=0 24 9x%2_-3ux+1=0

3. Potenzgleichungen

e Ldsen von Potenzgleichungen mit natirlichen Exponenten

e bei negativen Exponenten: siehe 6.4

Beispiele
31 4x*+35=21 32 (1-x'=0,05

4. Exponentialgleichungen

e Ldsen von Exponentialgleichungen mit beliebiger Basis

Beispiele
41 4.e*=1 42 2.3*=8
43 2.e¥»1=3
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Leistungsfach Mathematik
Schriftliche Abiturprifung 2021 und 2022 Kompetenzen Gleichungslehre

5. Wurzelgleichungen

e Ldsen von Wurzelgleichungen durch Quadrieren, ggf. nach Isolieren des Wurzelterms

Uberpriifung der ermittelten Losung (neu)

nicht: Mehrfaches Quadrieren (bei mehreren Wurzeltermen)
e nicht: Optimierung bei Wurzelfunktionen mit Mitteln der Differentialrechnung

Beispiele
51 Vx2+x* =420 5.2 (x-2)2+9+(2x)? =13
5.3 V3x-5+4=2x (neu)

6. Bruchgleichungen

e Losen von Bruchgleichungen, die mit elementarem Bruchverstandnis I6sbar sind

e LOsen von Bruchgleichungen, die durch einmalige Multiplikation mit x" oder einem Line-
arfaktor auflésbar sind

e Uberprifung einer ermittelten Losung (neu)

Beispiele
61 X -2 62 > _2_3
X+2 3 X% X

1 4

6.3 2X-7=——— 6.4 x*=81
X-3

2 1
6.5 2 =— (neu)

J15x2 14 2

7. Trigonometrische Gleichungen

e Bestimmung der Lésungen einfacher trigonometrischer Gleichungen in einem vorgegebe-
nen Intervall

e nicht: allgemeine Angabe aller Losungen

Beispiele
7.1 sin(3x)=-1; 0<x<n®

7.2 cos(2x)=-0,8 ; 0<x<2n (mit WTR)
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Leistungsfach Mathematik
Schriftliche Abiturprifung 2021 und 2022 Kompetenzen Gleichungslehre

8. Betragsqgleichungen

e LoOsen einfacher Betragsgleichungen (nur ein Betrag) durch Fallunterscheidung

Beispiel

g1 122X_ sp

J10

9. Ungleichungen

e Losen von Ungleichungen, die tber die entsprechende Gleichung und anschlieende
funktionale Betrachtung geldst werden kdnnen

e nicht: Auflésung einer Ungleichung durch Aquivalenzumformungen

Beispiele

9.1 2x-5>1 9.2 —x2+3x+7>3
9.3 (x+3)(x-1)>0 9.4 (2x-1)-e*<0
9.5 1—(§jx>o,9 9.6 |24-x|<10

10. Lineare Gleichungssysteme

e Ldsen eines LGS, auch mit Parameter auf der rechten Seite (neu)

Beispiele
Xy + 2%, + 3x3 = 14
101 33Xy — Xo + 2Xg3 = 7
X1 — 55Xy — 4x3 = 21
3Xg — 2Xp + X3 = 2
102 5% - 4%, - X3 = 2 (neu)

Xp + 3Xp — 2X3 = 2r+6
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Leistungsfach Mathematik
Schriftliche Abiturprifung 2021 und 2022 Schulerlédsungen / Operatoren

Anforderungen an Schiilerlésungen und deren Dokumentation

Von den Schilerinnen und Schiilern wird eine saubere und nachvollziehbare Dokumentation
erwartet, dazu gehdéren insbesondere:

e durch Verbalisierung des Vorgehens und Ergebnissatze strukturierte Darstellung
e angemessener sprachlicher Ausdruck, insbesondere korrekte Fachsprache
e Definition neu eingeflihrter Bezeichnungen (insbesondere von ZufallsgréBen)

¢ keine Angaben Uber Tastenfolgen von WTR-Eingaben

Operatoren

Die Bedeutung der bei Arbeitsauftragen verwendeten Operatoren entspricht in den meisten
Fallen (z. B. bei deuten, interpretieren, erldutern) dem allgemein Ublichen Sprachgebrauch.
Die folgenden Hinweise beschreiben bei typischen und haufig vorkommenden Operatoren
Umfang und Qualitat der erwarteten Lésung.

Operator Hinweise

angeben ¢ kein Ansatz, keine Begriindung

nennen

beschreiben e sprachlich (auch fachsprachlich) angemessene Formulierungen

e keine Begrindung

beurteilen ¢ logisches SchlieBen bzw. Argumentieren
begriinden

nachweisen

zeigen

berechnen e mathematischer Ansatz

¢ nachvollziehbar dokumentierter rechnerischer Losungsweg

bestimmen e Art des Vorgehens frei wahlbar (grafisch, rechnerisch),
ermitteln sofern nicht anders angegeben
untersuchen ¢ nachvollziehbarer dokumentierter Losungsweg

grafisch darstellen | ¢ moglichst genaue Darstellung
zeichnen

Skizzieren ¢ bei Koordinatensystemen: beschriftete und skalierte Achsen

Reduktion auf charakteristische Eigenschaften

Wird in einer Aufgabenstellung ein ,exakter Wert“ gefordert, dann ist damit ein mathematisch

exakter Ausdruck (z. B. g In(2), %) gemeint, nicht eine gerundete Dezimalzahl.
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MINISTERIUM FUR KULTUS, JUGEND UND SPORT

Abiturprifung an den allgemein bildenden Gymnasien

Prifungsfach: Mathematik
Beispielaufgabe 2021 Pflichtteil Blatt1-3
Aufgabe 1 Y

Abgebildet ist der Graph der Funktion f mit f(x) =3 [$in(2x).
Berechnen Sie den Inhalt der markierten Flache.

—
=y

(2,5 VP)

Aufgabe 2

An einer Messstation wurde Uber einen Zeitraum von 10 Stunden die Anzahl der
Pollen pro Kubikmeter Luft ermittelt. Dabei kann die Anzahl der Pollen pro Kubik-
meter zum Zeitpunkt t (in Stunden nach Beginn der Messung) durch die Gleichung

n(t) =3t -60t+500 mit tOIR, 0 <t <10, beschrieben werden.

a) Bestimmen Sie die mittlere Anderung der Anzahl der Pollen pro Kubikmeter
und Stunde wahrend der ersten beiden Stunden der Messung.

b) Ermitteln Sie den Zeitpunkt nach Beginn der Messung, zu dem die momentane
zeitliche Anderung der Anzahl der Pollen pro Kubikmeter und Stunde —30 betragt.
(2,5 VP)

Aufgabe 3
Die Abbildung zeigt den Graphen G; der

in IR\{0} definierten Funktion f mit f(x) :iz'

X

Gy ist symmetrisch beztglich der y-Achse.

a) Die Gerade, die parallel zur x-Achse durch
den Punkt P(0|p) verlauft, schneidet G
in zwei Punkten. Der Abstand dieser beiden
Schnittpunkte ist 1. Berechnen Sie den Wert von p.

o = N W » o

5 4 3 2 -1 |lo1 2 3 4 5

b) Die Koordinatenachsen schlieBen mit der Tangente an Gy in einem Punkt
Q(u|f(u)) mit u>0 ein gleichschenkliges Dreieck ein.
Berechnen Sie die Koordinaten von Q.
(2,5 VP)
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Abiturprifung an den allgemein bildenden Gymnasien

Prufungsfach: Mathematik
Beispielaufgabe 2021 Pflichtteil Blatt2 - 3
Aufgabe 4
Die Abbildung zeigt den Graphen einer \ \ \ v 1
Stammfunktion F einer Funktion f. Graphven B 4
Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr [ 1\ |
oder falsch sind. /
Begriinden Sie jeweils Ihre Entscheidung. / 2 /
(1) f' besitzt im Bereich —1<x <1 eine Nullstelle. / 1 \\ /
\
(2) f(F(-2)>0 >
-1 10 1 | 2 ||
[ ] [ 1]

(2,5 VP)
Aufgabe 5
3 3 3 1
Gegeben sind die Geraden g:x=| -3 |+r[1 0 | (rOIR) und h:x=| -3 |+s[I0 | (sOIR).
3 -1 3 3
a) Geben Sie die Koordinaten des Schnittpunkts von g und h an.
Zeigen Sie, dass g und h senkrecht zueinander verlaufen.
b) Die Ebene E enthélt die Geraden g und h.
Bestimmen Sie eine Gleichung von E in Koordinatenform.
(2,5 VP)
Aufgabe 6
Das Dreieck ABC mit den Punkten A(3|3|3), B(6]7|3) und C(2[10]3) istim
Punkt B rechtwinklig und liegt in der Ebene mit der Gleichung x3 =3.
a) Weisen Sie nach, dass das Dreieck ABC den Flacheninhalt 275 besitzt.
b) Bestimmen Sie die Koordinaten eines Punkts D so, dass das Volumen der
Pyramide ABCD gleich 25 ist.
(2,5 VP)
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Abiturprtfung an den allgemein bildenden Gymnasien

Prufungsfach: Mathematik
Beispielaufgabe 2021 Pflichtteil Blatt 3 - 3
Aufgabe 7

a) Die ZufallsgréBe X ist binomialverteilt mit n =10 und p =0,8. Eine der folgenden
Abbildungen stellt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X dar.

0.3 {PX=K) 0.3 LP(X=K)
0.2 0.2
0.1 0.1-

0 k 0 K
012345678 910111213 012345678 910111213
Abb. 1 Abb. 2

0.6 P(X=k)
0.4
0.2

o K
012345678 910111213
Abb. 3

Geben Sie die beiden Abbildungen an, die die Wahrscheinlichkeitsverteilung
von X nicht darstellen. Begriinden Sie |hre Angabe.

b) Betrachtet wird die binomialverteilte ZufallsgréBe Y mit den Parametern n und p.
Es qilt:
» Der Erwartungswert von Y ist 8.
» Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Y ist symmetrisch.
Ermitteln Sie den Wert von n.

(2,5 VP)
Aufgabe 8
Die Abbildung zeigt den Graphen der Dichtefunktion einer normalverteilten Zufallsgrée X.
08 - \
0.6 /
0.4
0.2 N
L1 - X\
0 1 2 3 ’

a) Geben Sie den Erwartungswert von X an.

b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass X den Wert 2,4 annimmt.

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X einen Wert aus dem Intervall
[1;1,4] annimmt.

(2,5 VP)
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Abiturprifung an den allgemein bildenden Gymnasien

Prifungsfach: Mathematik Aufgabe A 1

Beispielaufgabe 2021 Wabhlteil Analysis Blatt1 -3

Aufgabe A 1.1

Die Abbildung in der Anlage zeigt den Graphen einer Funktion f, die fir 0<t<15 das
Volumen des Wassers in einem Becken in Abhangigkeit von der Zeit beschreibt. Dabei
ist t die seit Beobachtungsbeginn vergangene Zeit in Stunden und f(t) das Volumen in
Kubikmetern.

a) Geben Sie das Volumen des Wassers flinf Stunden nach Beobachtungsbeginn an.
Geben Sie den Zeitraum an, in dem das Volumen mindestens 350 Kubikmeter
betragt.

Bestimmen Sie die momentane Anderungsrate des Wasservolumens zwei
Stunden nach Beobachtungsbeginn.

Begriinden Sie, dass die Funktionsgleichung von f weder die Form | noch die
Form Il hat:

| y=-0,3t*+at® +100, aldIR
Il y=85t3+37t2+bt+100, bOIR
(5 VP)

b) Die finfzehn Stunden nach Beobachtungsbeginn vorliegende momentane
Anderungsrate des Wasservolumens bleibt bis zu dem Zeitpunkt erhalten, zu
dem das Becken kein Wasser mehr enthalt.
Beschreiben Sie ein Verfahren, mit dem man diesen Zeitpunkt grafisch bestimmen
kann.
Interpretieren Sie die Gleichung f(t+6) =f(t) -350 im Sachzusammenhang.
Geben Sie eine Lésung der Gleichung an.
(3,5 VP)

Fir ein anderes Becken wird die momentane Anderungsrate des Volumens des ent-
haltenen Wassers fir 0 <t<15 durch die Funktion g mit g(t) =0,4 [QZts ~39t2 +180t)
beschrieben. Dabei ist t die seit Beobachtungsbeginn vergangene Zeit in Stunden
und g(t) die Anderungsrate in mTS Die Funktion G mit G(t) =0,2 E(t4 - 26t3 +180t2)
ist eine Stammfunktion von g.

c) Berechnen Sie flir den beschriebenen Zeitraum denjenigen Zeitpunkt, zu dem
die momentane Anderungsrate des Wasservolumens maximal ist.
Ermitteln Sie rechnerisch den Zeitraum, in dem das Volumen des Wassers
abnimmt.
(4,5 VP)
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Abiturprifung an den allgemein bildenden Gymnasien

Prifungsfach: Mathematik Aufgabe A 1

Beispielaufgabe 2021 Wabhlteil Analysis Blatt 2 - 3

d) Drei Stunden nach Beobachtungsbeginn sind im Becken 350 Kubikmeter
Wasser enthalten.
Bestimmen Sie das Volumen des Wassers zu Beobachtungsbeginn.
Untersuchen Sie rechnerisch, ob es nach Beobachtungsbeginn einen Zeitpunkt
gibt, zu dem das Wasservolumen ebenso grof3 ist wie zu Beobachtungsbeginn.
(4,5 VP)

Aufgabe A 1.2
Zeigen Sie: Wenn der Graph einer differenzierbaren Funktion f die x-Achse in
einem Punkt P berihrt, dann gilt dies auch fir den Graphen der Funktion g mit
g(x)=e'® -1,
(2,5 VP)
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Prifungsfach: Mathematik (Beispielaufgabe 2021)

Seite 3 von 3
Zu- und Vorname: Chiffre der Schule Chiffre des Schilers
Priiffungsfach: Chiffre der Schule Chiffre des Schilers
Abbildung zu Aufgabe A 1.1

- N W I O, (o))

(@) (@] (@) (@] (@) (@]

o| O o o o o o

"\ )
\\
N

)
v
//
— B
\
J
B3 ’l/’
7(//
- D
\ 4
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Abiturprifung an den allgemein bildenden Gymnasien

Prifungsfach: Mathematik Aufgabe B 1

Beispielaufgabe 2021 Wabhlteil Analytische Geometrie

Aufgabe B 1.1

a) Gegeben sind die Punkte A(6]1|0), B(4|5|-4) und C(-2|8]2).
Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC bei B einen rechten Winkel besitzt.
Die drei Punkte liegen in einer Ebene E.
Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung von E.
Es gibt einen Punkt D, fir den das Viereck ABCD ein Rechteck ist.
Ermitteln Sie die Koordinaten von D.

(4 VP)
b) Gegeben ist die Ebenenschar Ey : kx{ +kxo +x3 =14 (kOIR).
Beschreiben Sie die besondere Lage der Ebene E( im Koordinatensystem.
Bestimmen Sie die Ebenen der Schar, von denen der Punkt R(1|1|4) den
Abstand 2 hat.
(3,5 VP)

Aufgabe B 1.2

Beweisen Sie:
Wenn in einem Parallelogramm die Diagonalen gleich lang sind, so ist es ein Rechteck.
(2,5 VP)

Seite 14



Abiturprifung an den allgemein bildenden Gymnasien

Prifungsfach: Mathematik Aufgabe C 1

Beispielaufgabe 2021 Wahlteil Stochastik

Die Tabelle zeigt die prozentualen Anteile von Haushalten unterschiedlicher GréBe an der
Gesamtzahl der Haushalte im Jahr 2013 in Deutschland.

1-Personen-Haushalte 40,5 %
2-Personen-Haushalte 34,5%
3-Personen-Haushalte 12,5%
4-Personen-Haushalte 9,2%
Haushalte mit mindestens 5 Personen 3,3%

Fir eine Umfrage im Jahr 2013 sollten 100 Haushalte zufallig ausgewahlt werden.

Bestimmen Sie fir folgende Ereignisse jeweils die Wahrscheinlichkeit:

A: ,Es wurden genau vierzig 1-Personen-Haushalte ausgewahlt.”

B: ,Unter den ersten zehn ausgewahlten Haushalten war kein 4-Personen-
Haushalt und unter den restlichen neunzig Haushalten waren héchstens flnf
4-Personen-Haushalte.®

(2,5 VP)
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass in drei im Jahr 2013 zuféllig
ausgewahlten Haushalten insgesamt genau finf Personen lebten. (1,5 VP)
Ermitteln Sie, wie viele Haushalte man im Jahr 2013 mindestens hatte zufallig
auswahlen missen, damit darunter mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens
95 % mehr als zwanzig 2-Personen-Haushalte sind. (2 VP)

Im Jahr 2014 wurde vermutet, dass der tatsachliche Anteil der 1-Personen-Haushalte
gréBer als im Jahr 2013 ist. Um einen Anhaltspunkt daflir zu gewinnen, ob diese
Vermutung zutrifft, sollte auf der Grundlage einer Stichprobe von 500 Haushalten
und einem Signifikanzniveau von 5 % ein Hypothesentest durchgeflhrt werden.
Dabei sollte mdglichst vermieden werden, dass irrtimlich von einem zu hohen Anteil
der 1-Personen-Haushalte ausgegangen wird. Formulieren Sie eine Nullhypothese,
die dieser Zielsetzung entspricht, und begriinden Sie Ihre Wahl.

(1,5 VP)

Man bezweifelt, dass der Anteil der 2-Personen-Haushalte heute immer noch 34,5 %
betragt. Die Nullhypothese ,Dieser Anteil betragt mindestens 34,5 %.“ soll mit

einem Stichprobenumfang n =500 auf einem Signifikanzniveau von 5 % getestet
werden. Dabei ergibt sich der Ablehnungsbereich A ={0, ...,154}. Formulieren Sie
den Fehler 2. Art im Sachzusammenhang. Im Folgenden wird davon ausgegangen,
dass die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art 25 % betragt. Zeigen Sie, dass in
diesem Fall der wahre Anteil der 2-Personen-Haushalte nicht 30 % betragen kann.
[Textfassung am 24.02.2021 leicht geéndert.] (2,5 VP)
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Abiturpriafung an den allgemein bildenden Gymnasien
Mathematik

Beispielaufgabe 2021 Lésungshinweise Blatt 1-5

Fir die Fachlehrerin, den Fachlehrer
Die Lésungshinweise erheben nicht den Anspruch, die einzigen oder kiirzesten Lésungswege aufzuzeigen.
Sie sollen unter anderem eine Orientierungshilfe bei der Auswahl der Aufgaben durch die Fachlehrerin oder den Fachleh-
rer sein. MaRRgebend fur die Korrektur ist allein der Aufgabentext und jede nach diesem Text mdgliche Lésung.

Zum Pflichtteil

Aufgabe 1

Die in der Abbildung sichtbaren Nullstellen sind x; =0 und x; = 7.

i
2 n
A=j3-sin(2x)dx=[—§-cos(2x)]g =3+2=3 (2,5 VP)
0
Aufgabe 2
a) n(Z);n(O) _392.500 _ _s54 (15 VP)
b) n'(t)=6t—60, n'(t)=-30<t=5
Der Zeitpunkt ist fiinf Stunden nach Beginn der Messung erreicht. AVvP)
Aufgabe 3
a) p=f(0,5)=16 (1VP)
b) f'(x)= —% : f'(u) =-leu=2, f(2) =1. Alsoist Q(2]1). (1,5 VP)
Aufgabe 4
(1) Die Aussage ist wahr: Der Graph von F besitzt in diesem Bereich eine Wendestelle. A VvP)
(2) Die Aussage ist falsch: Dem Graphen lasst sich f(F(—2)) = f(0) <0 entnehmen. (1,5 VP)
Aufgabe 5
a) Koordinaten des Schnittpunkts: S(3|-3|3)
3)(1
0|-(0]|=0 (1 VP)
-1) (3
0
b) Der Vektor | 1 | steht senkrecht zu den Richtungsvektoren von g und h. Damit hat die
0
Gleichung von E die Form x, =c mit c eIR. Es gilt: S(3|-3|3)eE«<c=-3.
Somit ist E: Xy, =-3. (1,5 VP)
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Abiturprifung an den allgemein bildenden Gymnasien
Mathematik

Beispielaufgabe 2021 Lésungshinweise Blatt 2 -5

Fur die Fachlehrerin, den Fachlehrer

Aufgabe 6
a) |ABl=BCl=5,1.55=2 (1 VP)
b) 1.2.h=25<h=6, moglicher Punkt: D(3]3]9) (1,5 VP)
Aufgabe 7

a) Abbildung 1 stellt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X nicht dar, da P(X > 10) >0,

Abbildung 3 nicht, da die Summe die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten grof3er als 1 ist.

(1,5 VP)

b) Aufgrund der Symmetrie der Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt p=0,5.

n-0,5=8<n=16 (1 VP)
Aufgabe 8
a) Der Erwartungswert betragt etwa 1,8. (0,5 VP)
b) P(X=24)=0 (0,5VP)
c) P(1<X<14)~0,4 222058 _169 (1,5 VP)
Zum Wahlteil
Aufgabe A 1.1
a) Volumen des Wassers (0,5 VP)

Dem Graphen entnimmt man, dass das Volumen funf Stunden nach Beobachtungsbeginn
etwa 490 m? betragt.

Zeitraum A VvP)
Dem Graphen entnimmt man, dass das Wasservolumen im Zeitraum von etwa 0,9 Stunden

bis etwa 6,8 Stunden nach Beobachtungsbeginn mindestens 350 m® betragt

Momentane Anderungsrate (2 VP)
A £1(2) ~ 220 _ g0

500 11 4

:§° ] N _ _ Die momentane Anderungsrate zwei Stunden nach Beobach-
il Zanu tungsbeginn betragt etwa 90 m® pro Stunde.

100
o
!u 5 1wl [ 118 \ 20

L+

Seite 17



Abiturpriafung an den allgemein bildenden Gymnasien

Mathematik

Beispielaufgabe 2021 Lésungshinweise Blatt 3-5

Fur die Fachlehrerin, den Fachlehrer

b)

d)

Begriindung (1,5VP)
Hatte die Funktionsgleichung von f die Form I, dann musste der Graph von f achsen-

symmetrisch zur y-Achse sein.
Hétte die Funktionsgleichung von f die Form Il, dann besalRe der Graph von f hdchstens
zwei Extremstellen, da f eine ganzrationale Funktion dritten Grades ware.

Verfahren (1,5 VP)
Man zeichnet die Tangente an den Graphen von f im Punkt P(15]f(15)) ein. Die Stelle, an

der diese Tangente die x-Achse schneidet, stellt den gesuchten Zeitpunkt dar.

Interpretation (1,5 VP)

Die Lésungen der Gleichung beschreiben Zeitpunkte, in denen das Becken 350 m® mehr
Wasser enthélt als sechs Stunden spater.

Lésung (0,5 VP)
Eine Losung ist beispielsweise t ~ 4.

Zeitpunkt (2,5 VP)
g'(t)=0,4- (Gt2 — 78t +180), die notwendige Bedingung g'(t) =0 fihrt zur Gleichung

t?> —13t+30 = 0 mit den Losungen t; =3 und t, =10.

Wegen g(0) =0, g(3) = 97,2, g(10) =-40 und g(15) = 270 ist die Anderungsrate zum
Zeitpunkt 15 Stunden nach Beobachtungsbeginn maximal.

Zeitraum (2 VP)
gt) =0 = t- (2t2 — 30t +180) = 0. Lésungensind t3 =0, t; =7,5 und tg =12.

Wegen g(3) =97,2, 9(8)=-12,8 und g(15) = 270 nimmt das Wasser im Zeitraum zwischen
7,5 Stunden und 12 Stunden nach Beobachtungsbeginn ab.

Volumen (2VP)

3 3

350=Vy + jg(t)dt < Vp =350- jg(t)dt =350 - (G(3) - G(O)) =150,2
0 0

Zu Beobachtungsbeginn betrug das Wasservolumen etwa 150 m?,

Zeitpunkt gleiches Wasservolumen (2,5 VP)

a
Es muss ein a mit 0 <a <15 geben mit [ g(t)dt = 0. Dies fiihrt auf die Gleichung
0

a* - 26a° +180a% =0 < a? -(a2 —26a+ 180) =0. Die einzige Losung ist a; =0.

Es gibt also keinen solchen Zeitpunkt.
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Abiturpriafung an den allgemein bildenden Gymnasien
Mathematik

Beispielaufgabe 2021 Lésungshinweise Blatt 4 -5

Fur die Fachlehrerin, den Fachlehrer

Aufgabe A 1.2

Nachweis (2,5VP)
Nach Voraussetzung ist f(a)=0 und f'(a)=0 firein aclR.

Zu zeigenist: g(a)=0 und g'(a)=0.
ga=e® _1-¢%_-1-0
Es gilt g'(x) =e™ .f'(x). Somit folgt g'(a)=e®-0=0.

Aufgabe B 1.1

a) Nachweis rechter Winkel (1 VP)
2) (-6
BA-BC=|—4|| 3 |=-12-12+24=0.
4 6
Koordinatengleichung von E (2 VP)
2
Aus ng -BA =ng -BC =0 erhalt man zum Beispiel ng =| 2 |.
1

Mittels Punktprobe mit A erhalt man E: 2Xq +2X, + X3 =14 .

Koordinaten von D avpP)
0
OD=0OA+BC=|4|, somit D(O|4]6).
6
b) Besondere Lage (0,5 VP)

Die Ebene Ej ist parallel zur X;x, -Ebene.

Abstand (3VP)

2k —10 2k -10
d(P;Ey) = u . Der Ansatz u = 2 fiihrt auf die Gleichung k? +10k —24 =0
V2k? +1

x/2k2 +1

mit den Lésungen ky =-12 und k, =2.
Aufgabe B 1.2
Voraussetzung: ‘d:‘ =‘£‘ Behauptung: alb,dh. a-b=0.
Beweis:
T R 2 - 2
d=a+b, d,=a-b, somit ‘a+b‘:‘a—b‘ und auch ‘a+b‘ =‘a—b‘ .

>
|

\
us)

a+bf =fa-b] =(a+b) =(a-b) =a +2a-b+b =a -2a-b+b =a-b=0. (25VP)
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Abiturpriafung an den allgemein bildenden Gymnasien

Mathematik

Beispielaufgabe 2021 Lésungshinweise Blatt5-5

Fur die Fachlehrerin, den Fachlehrer

Aufgabe C 1

a)

b)

d)

Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A (0,5VP)
Die Anzahl X; der 1-Personen-Haushalte ist Byqg.q 405 -Verteilt.

P(A) = P(X; = 40) ~ 0,081

Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B (2VP)
Die Anzahl X, der 4-Personen-Haushalte ist Bgg.( 9o -verteilt.

P(C) =0,908'9 . P(X, < 5) ~ 0,059

Wahrscheinlichkeit (1,5 VP)
Es sind entweder zwei 1-Personen-Haushalte und ein 3-Personen-Haushalt oder ein
1-Personen-Haushalt und zwei 2-Personen-Haushalte.

Wahrscheinlichkeit 3-0,4052 0,125 + 30,405 - 0,345 ~ 0,206

Mindestanzahl der Haushalte (2 VP)
Die Anzahl X3 der 2-Personen-Haushalte ist By, g 345 -verteilt mit unbekanntem n.

Es soll gelten P(X3 >20)>0,95.

Firn =79 ist P(X3 > 20) = 0,948 und fur n = 80 ist P(X3 >20)~0,955.

Es hatten mindestens 80 Haushalte ausgewéahlt werden missen.

Wabhl der Nullhypothese (1,5 VP)
Der Fehler, dessen Wahrscheinlichkeit beschrénkt werden soll, muss darin bestehen,

die Nullhypothese falschlicherweise abzulehnen. Das bedeutet, dass die Nullhypothese

lauten muss: ,Der Anteil der 1-Personen-Haushalte betragt héchstens 40,5 %.“

Fehler 2. Art aVvP)

Der Fehler 2. Art besteht darin, die Hypothese, dass der Anteil der 2-Personen-Haus-
halte mindestens 34,5 % betragt, irrtimlicherweise nicht abzulehnen.

Nachweis (1,5VP)
Fir die Bggg. o,3-Verteilte ZufallsgroRe X, gilt P(X4 2155)~ 0,328 #0,25.

Somit betragt der wahre Anteil nicht 30 %.
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Aufgabe I.1

<
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=-x>+3x? -2x und x <IR . Die y

Abbildung zeigt inren Graphen Gs, der bei x =1 den Wendepunkt W hat.

a) Zeigen Sie, dass die Tangente an G; im Punkt W die Steigung 1 hat.

0 N\ X,
b) Betrachtet werden die Geraden mit positiver Steigung m, die durch W
verlaufen. Geben Sie die Anzahl der Schnittpunkte dieser Geraden mit
G in Abhangigkeit von m an. Gf

Losungshinweise

a) f’(x):—3x2+6x—2, f'(1)=1
b) Die Anzahl der Schnittpunkte ist 3 fir O<m<21 und 1 fir m>1.

Aufgabe 1.2

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f mit f(x) = e* +%x.

a) Begrinden Sie, dass der Graph von f und der Graph der in IR definierten Funktion g mit

g(x)= %x—l keinen gemeinsamen Punkt besitzen.

™
b) Fir eine positive reelle Zahl ¢ wird die in IR definierte Funktion g, mit 41
Je (X) = %x—c betrachtet. Die Abbildung zeigt die Graphen von f und g... 37
Die beiden Graphen schlieRen mit der y-Achse und der Gerade mit der 2
Gleichung x =1 eine Flache mit dem Inhalt 3 ein. Berechnen Sie c. 1
Losungshinweise /{ . X)
A1 o1
a) Die Funktionsterme von f und g unterscheiden sich nur in den -1 /
Summanden e* bzw. —1. Es gilt e* = —1 fur alle xIR. e

1 1

b) J.(f(x)—gc(x))dx:.[(ex +c)dx:[ex +ch2 =e+c-1
0 0
e+c-1=3<=c=4-e

Aufgabe 1.3

Eine Funktion f ist durch f(x) = 267X _1 mit x eIR gegeben.

a) Ermitteln Sie die Nullstelle der Funktion f.

b) Die Tangente an den Graphen von f im Punkt S(O | 1) begrenzt mit den beiden Koordi-

natenachsen ein Dreieck. Weisen Sie nach, dass dieses Dreieck gleichschenklig ist.
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Losungshinweise

1

a) f(x):0<:>2e%X—1=O<:>lx:ln%<:>x=2oln2

2
b) f'(x)= e?X Steigung der Tangente: f'(0) =1. Folglich ist ein Winkel des Dreiecks 45°

grof3. Da die Koordinatenachsen einen rechten Winkel einschliel3en, betragt die Grol3e
des dritten Winkels ebenfalls 45°. Damit stimmen zwei Winkel des Dreiecks Uberein.

Aufgabe 1.4 v y

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f mit 16

f(x)= —x3 +12x. Die Abbildung zeigt den Graphen 12

von f sowie dessen Hochpunkt H(2|16). 8

a) Der Graph von f, die x-Achse und die Gerade mit 4
der Gleichung x =2 schliel3en fir 0<x <2 eine 0 X
Flache ein. Zeigen Sie, dass diese Flache den 0 1 2 3 \

Inhalt 20 besitzt.
b) Die Gerade g verlauft durch den Punkt H und besitzt eine negative Steigung. Der Graph

von f, die y-Achse und die Gerade g schlie3en fir 0 < x <2 eine Flache mit dem Inhalt 20

ein. Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts der Geraden g mit der y-Achse.

Losungshinweise

2 2
_|_1.4 2|7 _
a) gf(x)dx_[ Lllx + 6X }0_20

b) Der Graph von f, die y-Achse und die Gerade mit der Gleichung y =16 schlie3en eine

Flache mit dem Inhalt 2-16 -20 =12 ein, die y-Achse, die Gerade mit der Gleichung
y =16 und die Gerade g also eine Flache mit dem Inhalt 20—-12=8.

2-2-h=8 = h =8, Schnittpunkt S(0|24).

Aufgabe 1.5
Die Abbildung stellt fiir einen Wassertank die Zufluss- bzw. 3"Anderungsra e in myh
Abflussrate (in mTS) von Wasser flr einen Beobachtungszeitraum ) / \
von sechs Stunden dar. Zu Beginn der Beobachtung enthélt der 1 / \
Tank 2m3 Wasser. 0 Zeit in h,
01 2 3 5 6

a) Bestimmen Sie das Volumen des Wassers, das sich zwei -1 \

Stunden nach Beobachtungsbeginn im Tank befindet. -2

-3
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b) Skizzieren Sie in der Abbildung rechts den Graphen, der TVvdumenih m
die Entwicklung des Volumens des Wassers im Tank in 12
Abhangigkeit von der Zeit darstellt. 10
- 8
- 6
.. . . L 4
L&sungshinweise
2
a) Durch Kastchenzéhlen ermittelt man einen Zufluss von 0 Zkit in h)
ca. 3,8 m>. Also befinden sich zwei Stunden nach Beobach- 02 4 6 8 10

tungsbeginn etwa 5,8 m3 Wasser im Tank.

b) T vdiumen in m
12
NE
8
L 6
L 4
L2
0 Zeitin h|
02 4 6 8 10 |
Aufgabe 1.6

Gegeben sind die Ebene E: x, —3x3 =-19 sowie die Punkte P(1|2|2), Q(1|-1|11) und
S(—2 | -4 ] 5).

a) Zeigen Sie, dass S in der Ebene E liegt.

b) Weisen Sie nach, dass die Gerade durch P und Q senkrecht zu E steht.

c) Die Punkte P und Q haben den gleichen Abstand von der Ebene E. Die Punkte S und P
legen die Gerade g fest. Spiegelt man g an E, so erhalt man die Gerade h. Geben Sie
eine Gleichung von h an.

Losungshinweise

a) —-4-3.5=-19

0 0
b) Firr PQ =| -3 | und den Normalenvektor n=| 1 | der Ebene gilt PQ =-3-n.
9 -3

c) Bezeichnet man den Koordinatenursprung mit O, so gilt: h: X = 5S+t~§), telR.
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Aufgabe 1.7
Der Punkt P(0|1]5) ist Eckpunkt eines Quadrats. Orthogonal zu der Ebene, in der dieses
5 1
Quadrat liegt, verlauft die Gerade g:x =| 4 [+t-| 0 | mit teIR.
1 0

a) Begrinden Sie, dass das Quadrat in der x,x3-Ebene liegt.

b) Der Schnittpunkt der beiden Diagonalen des Quadrats liegt auf der Gerade g, der Punkt
Q(0|8] 4) in der x,Xx3-Ebene. Zeigen Sie, dass Q einer der beiden Eckpunkte des
Quadrats ist, die dem Eckpunkt P benachbart sind.

Losungshinweise

a) P liegtin der x,x3-Ebene, der Richtungsvektor von g steht senkrecht dazu.

b) Schnittpunkt der Diagonalen: S(0[4]1).
0 0
Mit SP =| -3 | und SQ =| 4 | ergibt sich: ‘@‘z‘S_Q" und SP-SQ=0.
4 3

Aufgabe 1.8 1%

Gegeben sind die Ebene E: x; + x, +2x3 =4 und 51
2 2

die Gerade g:x=| 1 |+t-| -1 | mit telR.
-2 -3

a) Zeichnen Sie in die Abbildung die Schnittgerade I 5 : X
von E mit der x,x3-Ebene ein.

b) Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts
von E und g.

Losungshinweise

X4

b) 2+2t+1-t+2-(-2-3t)=4<t=-1.Damit S(0|2|1).
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Aufgabe 1.9
Gegeben ist die Ebene E:2x; + X, —2X3 =—-18.

a) Der Schnittpunkt von E mit der x;-Achse, der Schnittpunkt von E mit der x,-Achse und
der Koordinatenursprung sind die Eckpunkte eines Dreiecks. Bestimmen Sie den
Flacheninhalt dieses Dreiecks.

b) Ermitteln Sie die Koordinaten des Vektors, der sowohl ein Normalenvektor von E als
auch der Ortsvektor eines Punkts der Ebene E ist.

L&sungshinweise
a) Schnittpunkte von E mit der x;- und x,-Achse: S;(-9]0]0), S,(0|-18]0),
Flacheninhalt: A =2-9-18 =81

2r
b) Jeder Normalenvektor von E hat die Form | r | mit r eIR\{0}.
-2r
4
2-2r+r-2-(-2r)=-18 < r=-2. Damit | -2 |.
4

Aufgabe 1.10

2 -1 4t
Die Vektoren a=| 1|, b=| 2 | und cT =| 2t | spannen fur jeden Wert ‘
2 0 -5t

von te IR\{O} einen Korper auf. Die Abbildung zeigt den Sachverhalt
beispielhaft fir einen Wert von t.

a) Zeigen Sie, dass die aufgespannten Kérper Quader sind.

b) Bestimmen Sie diejenigen Werte von t, fir die der zugehdrige
Quader das Volumen 15 besitzt.

Losungshinweise

a) a-b=0,a-ct=0,b-ct=0

b) [al-|o|-|c{| =15 < 3-\5-V45 [t =15 = t=+1

Aufgabe 1.11
Der Punkt A(—2 | 3] J1_2) ist bezuglich des Koordinatenursprungs symmetrisch zum Punkt B.

Die Punkte C,(3r|2r|0) mit r IR bilden eine Gerade g, die im Koordinatenursprung senk-
recht zur Geraden durch A und B steht. Bestimmen Sie alle Werte von r, fir die A, B und C,

Eckpunkte eines Dreiecks mit dem Flacheninhalt 65 sind.
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Losungshinweise

B(2|—3|—J1_2), %-\ﬁ\-\o—q\:%-m- 13r2 =65 <1 =+13

Aufgabe 1.12
Die ZufallsgrofRen X und Y kdnnen jeweils die Werte 3, 4 und 5 annehmen.

a) Fur die ZufallsgréRe X gilt: P(X =3) :% und P(X=4)= %. Bestimmen Sie den Erwar-
tungswert von X.

b) Fir die ZufallsgréBe Y gilt: P(Y =3) = % P(Y=4) 2% und P(Y =5)> %. Bestimmen Sie
alle Werte, die fur den Erwartungswert von Y infrage kommen.

Losungshinweise

a) 1.3+1-4+(1—l_1) 5:%

b) Mit 2 <P(Y=5)<2 ergibtsich 2 <E(Y)<2.

Aufgabe 1.13

Ein Glucksrad hat drei Sektoren, einen blauen, einen gelben und einen roten. Diese sind un-
terschiedlich grof3. Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass beim einmaligen Drehen der blaue
Sektor getroffen wird, betragt p.

a) Interpretieren Sie den Term (l—p)7 im Sachzusammenhang.

b) Das Glucksrad wird zehnmal gedreht. Geben Sie einen Term an, mit dem die Wahr-
scheinlichkeit daftir berechnet werden kann, dass der blaue Sektor genau zweimal
getroffen wird.

c) Die Wahrscheinlichkeit daftir, dass beim einmaligen Drehen der gelbe Sektor getroffen
wird, betragt 50 %. Felix hat 100 Drehungen des Glucksrads beobachtet und festgestellt,
dass bei diesen der Anteil der Drehungen, bei denen der gelbe Sektor getroffen wurde,
deutlich geringer als 50 % war. Er folgert: ,Der Anteil der Drehungen, bei denen der gelbe
Sektor getroffen wird, muss also bei den nachsten 100 Drehungen deutlich groRRer als
50 % sein.“ Beurteilen Sie die Aussage von Felix.

Losungshinweise

a) Mit dem Term kann die Wahrscheinlichkeit dafur berechnet werden, dass bei sieben
Drehungen der blaue Sektor nicht getroffen wird.

b) [120 )pz (1-p)°

c) Die Aussage ist falsch, da die Wahrscheinlichkeit daftir, dass der gelbe Sektor getroffen
wird, bei allen Drehungen gleich grol3 ist.
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Aufgabe 1.14

Jedes Uberraschungsei eines Herstellers enthalt entweder eine Figur oder keine Figur, wobei
der Anteil der Uberraschungseier mit einer Figur 25 % betragt.

a) Zehn Uberraschungseier werden nacheinander zufallig ausgewahlt. Geben Sie einen
Term zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass nur in den letzten beiden
Uberraschungseiern jeweils eine Figur enthalten ist.

b) Sechs Uberraschungseier werden zuféllig ausgewahlit. Die ZufallsgroRe X gibt an, wie
viele dieser Uberraschungseier eine Figur enthalten. Eine der folgenden Abbildungen
stellt die Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser Zufallsgréf3e X dar:

I TPk I Teok) I Tpix=k)
0.4 0.4 0.4
03 0.3 03
0.2 0.2 0.2 —
o{ - o 0.1 ]
k. L k. o K,
0012 3 45 6 001 2 3 4 5 6 70012 3 45 6

Geben Sie an, welche Abbildung dies ist. Begriinden Sie, dass die beiden anderen
Abbildungen dies nicht sind.

Losungshinweise

a) 0,75%.0,252

b) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X zeigt Abbildung I.
X ist binomialverteilt, der Erwartungswert von X ist 6-0,25=15. Abbildung Il zeigt keine
Binomialverteilung, Abbildung Il eine Verteilung mit einem Erwartungswert, der grol3er
als 1,5 ist.

Aufgabe 1.15

Schwarze und weilRe Kugeln sind wie folgt auf drei Urnen verteilt:

C

A B
0.0J OO QO

a) Aus Urne A wird zunachst eine Kugel zufallig entnommen und in Urne B gelegt.
Anschliel3end wird aus Urne B eine Kugel zuféllig enthommen und in Urne C gelegt.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass sich danach in Urne C zwei weil3e
Kugeln und eine schwarze Kugel befinden.

b) Die drei Urnen mit den in der Abbildung dargestellten Inhalten bilden den Ausgangspunkt
fur folgendes Spiel:
Es wird zunachst ein Einsatz von 1 Euro eingezahlt. Anschliel3end wird eine der drei
Urnen zufallig ausgewahlt und danach aus dieser Urne eine Kugel zufallig gezogen.
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Nur dann, wenn diese Kugel schwarz ist, wird ein bestimmter Geldbetrag ausgezahlt.
Ermitteln Sie, wie grol3 dieser Geldbetrag sein muss, damit bei diesem Spiel auf lange
Sicht Einséatze und Auszahlungen ausgeglichen sind.

Losungshinweise

11,11_3
Q) 5573378
1.1,1.1_5 . 5 (v_1\4+18.(_1\= =
b) 52+53 1 18 (X Y+ig(Y=0=x=36.
Der Geldbetrag muss 3,60 Euro betragen.
Aufgabe 1.16

Die binomialverteilten Zufallsgrof3en X; und X, geben fir Trefferwahrscheinlichkeiten von
P, =0,8 bzw. p, =0,2 jeweils die Anzahl der Treffer bei fiinf Versuchen an.

a) Betrachtet wird die Zufallsgrof3e X;. Geben Sie einen Term an, mit dem die Wahrschein-

lichkeit fir genau einen Treffer berechnet werden kann.

b) Geben Sie fir eine der beiden ZufallsgroRen ein Ereignis an, dessen Wahrscheinlichkeit
durch den Term

5 5 5
1— .0,83.02%+| " |.08%.02'+| " |.0,8°
3 4 5

angegeben wird.

c) Abbildung 1 zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X;. Stellen Sie die Wahrschein-
lichkeitsverteilung von X, in Abbildung 2 dar.

0.5 J PXEK) 0,51 PXy=k)
0.4 04
03 0.3
0.2 0,2
0,1 0.1
0 1 2 3 4 5 Abb.1 01 2 3 4 5 pAph.2

Losungshinweise

a) P(le):5-0,8-0,24

b) Fir X; gibt der Term die Wahrscheinlichkeit daftir an, dass héchstens zwei Treffer erzielt
werden.

c) osfBX= [ [T 1]
0,4-:5 EEEEEE
0,31

0.2 1
AEE & B S
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Aufgabe 1.17

Die Abbildung zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer binomialverteilten ZufallsgrofRe X
mit den Parametern n und p.

P(X=k)

0.25

0.2 —

0.15

0.1

0.05

6 Ky
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 =

a) Bestimmen Sie mithilfe der Abbildung die Wahrscheinlichkeit P(5 < X<7).
b) X hat den Erwartungswert 6 und die Standardabweichung \/ﬁ
Ermitteln Sie die zugehdrigen Werte von n und p.
Lésungshinweise
a) P(5<X<7)~019+0,21+0,18=0,58
b) Die Gleichungen n-p=6 und n-p-(1-p)=3,6 liefern n=15 und p=0,4.
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Aufgaben mit neuen inhaltlichen Anforderungen
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Aufgabe 1.1

Betrachtet wird eine grol3e rotationssymmetrische Schale, die aus y

einem Steinblock gefertigt wurde. Ein Kubikmeter des Steins hat eine P /

Masse von 2700Kkg. EJRp 4Ry

In einem Koordinatensystem kann ein Querschnitt der Schale mithilfe *3 g <
der Graphen der Funktionen p und g mit p(x) =+/6x , 0 <X <6 o A 46
und g(x) =v4x—-8, 2 < x <6 modellhaft dargestellt werden. P NP

Dabei beschreibt die x-Achse die Rotationsachse der Schale; eine EUNER <
Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht 1dm (vgl. Abbildung). P

a)

b)

d)

e)

Interpretieren Sie den Term p(6)—q(6) im Sachzusammenhang.

In die aufrecht stehende Schale wird mit konstanter Zuflussrate Wasser gefullt.
Entscheiden Sie, welcher der abgebildeten Graphen I, Il und Il fir diesen Vorgang die
Fullhéhe in Abhangigkeit von der Zeit beschreibt. Begriinden Sie lhre Entscheidung.

| I [
Fillhéhe

Fillhéhe

Zeit

Zeit Zeit

Weisen Sie nach, dass sich bei dem beschriebenen Fillvorgang der Flacheninhalt A
der Wasseroberflache (in dm?) in Abhéngigkeit von der Fiillhdhe h (in dm) mithilfe der
Gleichung A(h) =41rh berechnen lasst.

24X
Interpretieren Sie im Sachzusammenhang die Funktion s mit s(x)=1- | (q(t))2 dt und
2

geben Sie den grof3ten Definitionsbereich von s an, der im Sachzusammenhang sinnvoll
ist.

Berechnen Sie die Masse der Schale.

Losungshinweise

a)

b)

c)

d)

Der Term gibt die Breite des Rands der Schale in Dezimetern an.

Der Graph Il beschreibt die Fullhdhe. Da der Durchmesser der Schale nach oben hin
zunimmt, nimmt die Anderungsrate der Fullhéhe mit der Zeit ab.

A(h)=r-(q(2+h))* =4mh

Die Funktion s beschreibt das Volumen des Wassers in der Schale in dm® in

Abhé&ngigkeit von der Fullhéhe x in dm.
D =[0;4]
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-[2x2 _ e;x}6 _ 76T

e) V= 'ITj dx 'ITJ dx Tr[3x2}6—1'r ,

0

M=V. 2,7 ~ 645, somit W|egt die Schale etwa 645 kg.

Aufgabe 1.2

Bestimmen Sie fur r eIR die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems:
2Xy —2X9 +X3 = 6
4x;  +Xp —3Xg = 4r
2Xq +3Xy —-3X3 = 8r

Ldsungshinweise

2 -2 1| 6 2 2 1 6 2 2 1 6
4 1 3|40 5 5|4-12|<|0 5 -5|4r-12
2 3 -3|8r O 5 -4| 8-6 O 0 1| 4r+6

L, ={( : r+158, 254r+— 4r+6)}

Aufgabe 1.3

Zwei Schilerinnen I6sen dasselbe lineare Gleichungssystem. Sie erhalten die Lésungsmen-
gen Ly ={(2+r; 1+r; 3-r)|relR} bzw. L, ={(1-s; —s; 4+9)|seIR}.
Untersuchen Sie, ob diese Losungsmengen identisch sind.

Losungshinweise

Die beiden Losungsmengen lassen sich als Geraden interpretieren:

2 1 1 -1
Li:x=|1|+r-| 1| (relR), Ly:x=|0|+s-[-1| (seIR).
3 -1 4 1

Da die Richtungsvektoren von L; und L, kollinear sind und der Punkt P(2|1|3) auf beiden
Geraden liegt (r =0,s =-1), sind die Geraden und somit die Lé6sungsmengen identisch.

Aufgabe 1.4

Beweisen Sie: Wenn in einem gleichschenkligen Dreieck ABC der Punkt M- der Mittelpunkt
der Basis AB ist, dann ist die Strecke CM orthogonal zu AB.
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Losungshinweise

1- C
Voraussetzung: (1) ‘a‘ H (2) AM 20
Behauptung: ¢ Ls - -
Beweis: @ b
Nach (2) ist §:5+%6 mit ¢ =—a-+b erhalt man
§:5+;( a+b) 2(a+b) A \ B

c

-6 (a+B)-(a+B)-3(5°-a% - 3 ‘a‘j(:l)O.AlsogiltELE.
Aufgabe 1.5

Beweisen Sie: Die Seitenmitten eines Vierecks ABCD bilden die Eckpunkte eines Parallelo-
gramms (Satz von Varignon).

Lésungshinweise D

Bezeichnungen: a=AB, b=BC, c =CD, d=DA M,
MM 12 BM S 1B oMo _1g 14

Voraussetzung: AMpg =3a, BMgc =2b, CMcp =5¢, DMpp =5d m,,

Behauptung: MagMgc =MapMcp A Moo

Beweis: Mg

MaaMam =La+1b=1(a+b MaaMem = —1g-1¢-1 B

MABMBc—Za+2b—2(a+b) und MADMCD_ 2d 2C 2( d C)

Es ist A—C=a+6=—a—6 und somit MADMCD :%( 6) :%(a+b) MABMBC . |

Aufgabe I1.6

Gegeben sind eine Ebenenschar E, : 3x; +kx, —kxz =6 (kK €IR) sowie die Gerade g durch

die Punkte P(4|7|7) und Q(1|2]9).

a) Untersuchen Sie die Ebenen E, der Schar auf Parallelitat zur Geraden g und Orthogo-
nalitat zur Geraden g.

b) Bestimmen Sie k so, dass E, orthogonal zu E, ist.

Untersuchen Sie, ob es eine Ebene E, gibt, die zu keiner anderen Ebene der Schar
orthogonal ist.

c) Es gibt genau einen Wert von k, fur den der Abstand des Punktes P von der Ebene Ey
maximal wird. Untersuchen Sie, welche besondere Lage die zugehorige Ebene hat.
Die Kugel K besitzt den Mittelpunkt P und hat den Radius 1. Bestimmen Sie Werte fur k
so, dass die Ebene E, keinen gemeinsamen Punkt mit der Kugel K hat.

d) Zeigen Sie, dass es eine Gerade h gibt, die in allen Ebenen E, liegt. Ermitteln Sie die
Gleichung einer Ebene F, die h enthalt, aber nicht zur Ebenenschar E, gehort.

d*) Untersuchen Sie, welche Punkte der x,x3-Ebene in keiner Ebene E, liegen.
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Losungshinweise

3 -3
a) Normalenvektor von E, ist @ =| k [, Richtungsvektor von g ist u=PQ=|-5|.
—k 2
Parallelitit: E, [g<=n,-u=0<-9-7k=0<k = —%
3 -3 3="Stet=-1
Orthogonalitat: E, Lg<n, =t-u<| k |[=t-| -5 |<k=-5t —=k=5
—k 2 k =-2t k=2
Widerspruch! Keine Ebene E; ist orthogonal zu g.
3 3
b) Bestimmungvonk: n;-n =0 1 |- k :Oc>9+2k:0c>k=—%
-1/ |-k
3 3
Untersuchung: n—kl-@=0c> Ki || Ko |=0<=9+2kk, =0
K1) (k2

Fir k; =0 hat die Gleichung 9+ 2k,k, =0 keine Losung.
Die Ebene Eg ist zu keiner anderen Ebene der Schar orthogonal.

12+7k-7k-6] 6

V9 + 2k?2 B V9 + 2k2

Die Ebene Ej :3x; =6 ist parallel zur x,x3-Ebene.

c) Abstand: d(P, Ey) = wird offensichtlich maximal fir k =0.

Kugel: Der Ansatz d(P, Ey ) =1 fuhrt auf V9+2k? =6 < k? = 27 mit den Loésungen
%r—*o 2
>

k= 2\/6 und k, = —g 6 . Der Wert des Terms d(P, E,.) wird grof3, wenn k betrags-

mafig klein wird. Somit muss gelten —g\/g <k< gx/g

2 0
d) Nachweis: Die Schnittgerade der Ebenen Ey und E; hat die Gleichung Xx=|0|+t-| 1].
0 1

Einsetzen in die Gleichung von E, fuhrt auf 3-2+k-t—k-t=6. Also liegt diese Gerade

in allen Ebenen der Schar.

Ebene F: Damit der Normalenvektor von F orthogonal zum Richtungsvektor von h ist,
N
muss er die Form n=| n, | haben. Fur n; =0 ist n kein Normalenvektor einer Ebene
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2 0
Ey . Folglichist F:|x—| 0 ||-| 1 |=0 eine Gleichung einer solchen Ebene.
0 -1

d*) Alle Punkte R(ry |r, |r3) der x,x3-Ebene haben die Koordinate r; = 0. Punktprobe mit E,
fahrt zur Gleichung kr, —krz =6 < k(r, —13) =6 , die flr r, =r3 keine Losung besitzt.
Somit sind die Punkte der x,x3-Ebene, die auf keiner Ebene der Schar liegen, die
Punkte P(O|ry |rp) mit 1, €lR.

Aufgabe 1.7

Gegeben sind die Punkte P(2]-1|0) und Q(1| 2| -11), die Geradenschar
2-a -2

ga:X=|3a-1|+t:| 1 | (atelR) und die Ebene E:x; +4x, + X3 =—2.
-11a -2

a) Zeigen Sie, dass der Punkt P auf der Geraden g, liegt.
Ermitteln Sie die Koordinaten der Punkte auf g, die von P den Abstand 12 haben.
Bestimmen Sie, auf welcher Geraden g, der Punkt Q liegt.

b) Begrinden Sie, dass die Geraden gy und die x;-Achse zueinander windschief sind.
Bestimmen Sie den Abstand der Geraden gy von der x;-Achse.

c) Untersuchen Sie, welche gegenseitige Lage die Geraden 9a, und da, (a1 #a,) haben.
Zeigen Sie, dass durch die Geradenschar g, und die Ebene E dieselbe Punktmenge

beschrieben wird.
d) Der Punkt T liegt auf keiner Geraden der Schar. Beschreiben Sie ein Verfahren, mit dem
diejenige Gerade der Schar ermittelt werden kann, die den kleinsten Abstand von T hat.

Losungshinweise

2 -2
a) Nachweis: go:;<: -1|+t-| 1 | (telR) ,somitliegt P auf g, .
0 -2
-2 2 -2
Punkte auf g : ﬁ:@ilz-é 1|=/-1|£4] 1 |, somit Ry(-6]3|-8) und
-2 0 -2

R,(10]|-5|8) .
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1 2-a -2
Bestimmung der Geraden: Punktprobe | 2 |=|-1+3a|+t-| 1 | fuhrtzum LGS
-11 -11a -2
-a -2t = -1
3a +t = 3 mitderLdsung a=1, t=0.

b)

d)

-1la -2t =-11
Somit liegt der Punkt Q auf der Geraden g, .

-2 1
Lage: Der Richtungsvektor | 1 | von g ist kein Vielfaches von | 0 |. Aul3erdem hat die
-2 0
1 2 -2
Gleichung s-| 0 |=| -1|+t-| 1 | keine Losung.
0 0 -2
0
Abstand: Der Vektor | 2 | ist orthogonal zu beiden Richtungsvektoren.
1
0 2 L 0 5
Damitd=| |0 |-|-1||-—=|2|=—F%".
0 0 V5 1 V5

gegenseitige Lage: Da beide Geraden denselben Richtungsvektor haben, sind sie
parallel zueinander. Der Verbindungsvektor der beiden Aufpunkte

2— as 2-— aq —(a2 - al) -2
3a,-1|-|3a-1|=| 3(ap—ay) | istwegen a; #a, kein Vielfaches von | 1
-11a, -11a4 -11(a, —ay) -2
Also sind g, und gy, echt parallel.
2 -1 -2
Nachweis: Die Ebene F:x=|-1|+r-| 3 |+s:| 1 (r, s €IR) ist die von der Geraden-
0 -11 -2
1 -1 1) (-2
schar aufgespannte Ebene. Wegen |4 |-| 3 [=0 und |4 |-| 1 |=0 istder Normalen-
1)(-11 1) (-2

vektor von E auch ein Normalenvektor von F. Da 1-2+4-(-1)+1-0=-2, liegt P in E,
und somit gilt E=F.

Man ermittelt die Hilfsgerade k, die T enthalt und orthogonal zu E ist.
Man bestimmt den Schnittpunkt S von k und E.
Man ermittelt die Gerade g, , auf der S liegt.
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Aufgabe 11.8

Die ZufallsgroRe X beschreibt die Kérpergré3e von Neugeborenen in mm. Sie wird als nor-
malverteilt mit dem Erwartungswert p =522 und der Standardabweichung ¢ =19 ange-
nommen. Ein Neugeborenes wird zuféllig ausgewahlt.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass seine Korpergrof3e kleiner als 500 mm
ist.

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass seine Kérpergréf3e um héchstens
20 mm vom Erwartungswert von X abweicht.

c) Die Wahrscheinlichkeit dafur, dass seine Korpergrof3e um héchstens a mm vom
Erwartungswert von X abweicht, betrdgt mindestens 80 %. Bestimmen Sie die kleinste
naturliche Zahl a, fur die diese Aussage zutrifft.

Losungshinweise

X ist N522;19 -verteilt.
a) P(X<500)~ 0,123
b) P(502 < X <542) ~ 0,707

c) Gesuchtist die kleinste natirliche Zahl a mit P(522-a< X <522+a)>0,8.
Fir a=24 ist P(522-a<X<522+a)~0,793.
Fur a=25 ist P(522-a< X <522+a)~0,812.
Somitist a=25.

Aufgabe 11.9

Es wurden stichprobenartig 400 Standardpackungen Gummib&rchen untersucht und
das Ergebnis in einem S&aulendiagramm festgehalten.

90

80

70

o)
o

wu
o

N
o

Anzahl Packungen

W
o

]
o

[EEY
o

o
|

144 145 146 147 148 149 150 151 152 153 154 155 156 157 158 159

Anzahl Gummibarchen
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a)

Ermitteln Sie auf der Basis der Stichprobe die Wahrscheinlichkeit, dass eine Standard-
packung mindestens 150 und héchstens 152 Gummibéarchen enthalt.

Die Anzahl der Gummibéarchen in einer Standardpackung aus der laufenden Produktion soll
durch eine normalverteilte ZufallsgroRe X mit den Parametern p und ¢ modelliert werden.

b)

Beschreiben Sie, wie man mit Hilfe des Saulendiagramms einen Naherungswert fur p
bestimmen kann.

Aus den Daten des Diagramms erhalt man naherungsweise p =152 und c=2.

c)

d)

Berechnen Sie mit Hilfe der Normalverteilung die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Standardpackung mindestens 150 und hdchstens 152 Gummibarchen enthélt.

Der laufenden Produktion werden 100 Standardpackungen zufallig entnommen.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich darunter hochstens vier
Standardpackungen mit weniger als 149 Gummibarchen befinden.

Losungshinweise

a) Anzahl der Packungen mit 150, 151 oder 152 Packungen: 48 +72+80=200.
Damit betragt die Wahrscheinlichkeit 50 %.

b) Fur jede Gummibarenanzahl bildet man das Produkt aus dieser Anzahl mit der Anzahl
der Packungen, welche genau diese Gummibarenanzahl enthalten. Diese Produkte
werden aufsummiert und die Summe wird durch 400 geteilt.

c) Unter Beriicksichtigung der erforderlichen Stetigkeitskorrektur betragt die Wahrschein-
lichkeit P(149,5 < X <152,5) ~ 0,493.

d) Y: Anzahl der Packungen, die weniger als 149 Gummibéarchen enthalten. Y ist binomial-
verteilt mit n=100 und p =P(X <148,5)~0,040. Also P(Y <4)~0,629.

Aufgabe 11.10

Von einer normalverteilten Zufallsgrof3e X ist der Graph der zugehérigen Dichtefunktion ge-
geben (siehe Abbildung).

A
Y
0,2 o
0,15
/ AN
0,1
//, \\\
095/ \\
.-—"’/ S —— X|
8 I 8 A I R A A
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a) Ermitteln Sie ndherungsweise den zugehdrigen Erwartungswert und die zugehdrige
Standardabweichung und berechnen Sie P(X >1).

b) Veranschaulichen Sie P(X >1) in der Abbildung.

Losungshinweise

a) Erwartungswert: Die Symmetrieachse des Graphen ist x =3, somit gilt p = 3.
Standardabweichung: Die Wendestellen sind bei x=3+2, alsoist 6 =2.
Wabhrscheinlichkeit: P(X>1) ~ 0,841.

b)

Aufgabe 11.11

X sei eine normalverteilte Zufallsgréi3e, fur welche gilt:

(h P(X<-4)=0,151 und

() P(X=9)=0,151
Berechnen Sie den Erwartungswert und bestimmen Sie die Standardabweichung auf eine
Dezimale gerundet.

Losungshinweise

Erwartungswert: Aufgrund der Symmetrieeigenschaften der Normalverteilung folgt aus (1)

und (ll): w=—"2_25

Standardabweichung: Gesucht ist der Wert fir o, fur den gilt: P(X <—-4)=0,151.
Fir 6 =6,3 erhéalt man P(X <—-4)~0,1511, fir 6 =6,2 erhalt man P(X <-4)~0,1472 (WTR).
Also o ~6,3.

Aufgabe 11.12

Die Abbildung zeigt den Graphen der
Dichtefunktion ¢,,.; einer normalverteilten
Zufallsvariable X. Die Stellen x; und x, sind
die Wendestellen des Graphen. 0,
Bestimmen Sie mit Hilfe der Abbildung
je einen Naherungswert fir ¢ und p
jeweils auf eine Dezimale.
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Losungshinweise

C(x=n)
.e 20°

Die Funktion ¢, besitzt die Maximumstelle x = p . Esist ¢,.5(X) =

1
o221

und somit ¢, (1) = 1 . Aus der Abbildung lasst sich ~ 0,2 entnehmen.
' o\2n o\2n
. N 1
Damit erhalt manc ~ ~2,0 .
0,2\2n

Damit ist x, —xq =4 , und somit entspricht die Breite eines Kastchens etwa 1 LE,
woraus sich p ~ 8 ergibt.

Aufgabe 11.13
a) Die Funktion g ist eine Dichtefunktion Uber dem Intervall [-1;1] . Geben Sie zwei Eigen-
schaften an, die g besitzt.

1
b) Firjedes a<IR ist eine Funktion f; gegeben durch f;(x) :g(ax4 —axz).

Untersuchen Sie, ob es einen Wert fir a gibt, so dass f, eine Dichtefunktion tiber dem
Intervall [-1;1] ist.

Losungshinweise

1
a) (1) g(x)>0 fur xe[-1:1 und (2) jg(x)dx:l.
-1
1 115 15 1
b) J‘fa(x)dx:—a{—x ——x} =——a=1<a=-30
° 8 |5° 3 |; 30

f_30(X) = —%(x4 —xz) = —%xz (x2 —1)

Fur x e [-1,1] gilt also f_35(x)>0.
Fur a=-30 ist f; eine Dichtefunktion tber dem Intervall [-1;1].

Aufgabe 11.14

Eine Lotteriegesellschaft bietet im grofRen Stil Rubbellose an. Auf einem Lotterielos sind vier
Felder, die jeweils entweder ein Fragezeigen oder ein Ausrufezeichen enthalten. Die Lotterie-
gesellschaft erklart in ihrem Gewinnplan, dass alle mdglichen Kombinationen gleichwahr-
scheinlich sind. Bei vier Ausrufezeichen erhélt man einen Gewinn.

a) Weisen Sie nach, dass nach den Angaben der Lotteriegesellschaft die Wahrscheinlich-

1
keit fir den Gewinn 16 betragt.

Eine Spielervereinigung beflrchtet, dass die Wahrscheinlichkeit fir den Gewinn kleiner ist als
von der Lotterie angegeben. Um dies zu untermauern, soll ein Signifikanztest durchgefihrt
werden.
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b) Formulieren Sie die Nullhypothese und die Alternativhypothese so, dass der Test der
Zielsetzung der Spielervereinigung entspricht. Erlautern Sie Ihre Wabhl.
Der Test wird mit einem Stichprobenumfang von 200 Losen und einem Signifikanz-
niveau von 5 % durchgefihrt. Bestimmen Sie die Entscheidungsregel.

c) Die Spielervereinigung wollte urspriinglich die Nullhypothese ,Die Wahrscheinlichkeit fur

“*

den Gewinn betragt mindestens 6 bei einem Stichprobenumfang von 40 Losen auf

einem Signifikanzniveau von 5 % testen.
Untersuchen Sie, ob der so konzipierte Test eine brauchbare Information geliefert hatte.

Losungshinweise

4
a) Gewinn: P('"NIM = 1 =i.
2 16

b) Wahl der Nullhypothese: Mit dem Test soll die Vermutung p < % gestitzt werden.

Die zu stutzende Vermutung muss die AlternatthypOthese darstellen. Somit ist die
. 1
> =
Nullhypothese Hy :p > 75 -

Bestimmung der Entscheidungsregel: X ist die Anzahl der Gewinne unter den 200
Losen.

Zur Bestimmung des Ablehnungsbereichs A ermittelt man die gro3te nattrliche Zahl k
mit P(X <k) <0,05 , wobei X im Extremfall binomialverteilt mit den Parametern n =200
und p = % ist. Es ist P(X < 6) ~ 0,031 und P(X < 7) ~ 0,064.

Entscheidungsregel: Wenn unter den 200 Losen sechs oder weniger Gewinne sind,
wird die Nullhypothese verworfen. Ansonsten kann sie nicht verworfen werden.

c) Y seidie Anzahl der Gewinne unter den 40 Losen.
Zur Bestimmung des Ablehnungsbereichs A ermittelt man die gro3te nattrliche Zahl k
mit P(Y <k) <0,05 , wobei X im Extremfall binomialverteilt mit n=40 und p = %.

Es gilt aber bereits P(Y =0) = 0,076 > 0,05, so dass man bei der Stichprobe kein
Ergebnis im Ablehnungsbereich und damit keine brauchbare Information erhalten kann.

Aufgabe 11.15

Es gibt zwei Guteklassen Fliesen. Bei Premiumfliesen betragt die Wahrscheinlichkeit fur Ver-
farbungen maximal 1 %. Bei Standardfliesen ist die Wahrscheinlichkeit fur verfarbte Fliesen
hoher. Ein Handler erhalt eine grol3e Lieferung, bei der die Information, ob es sich um Premi-
umfliesen handelt, verloren gegangen ist. Anhand einer Stichprobe von 100 zuféllig enthom-
menen Fliesen will der Handler entscheiden, welche Giiteklasse die gelieferten Fliesen ha-
ben. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Lieferung aufgrund des Tests falschlicherweise der
Guteklasse Standard zugeordnet wird, soll hochstens 2 % betragen. Der Handler wahlt als
Nullhypothese: ,Es handelt sich um eine Lieferung Premiumfliesen.®

a) Begrinden Sie, dass diese Wahl der Nullhypothese der vom Handler gegebenen
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Zielsetzung entspricht. Bestimmen Sie den zugehdrigen Ablehnungsbereich und geben
Sie die maximale Irrtumswahrscheinlichkeit an.

Beurteilen Sie folgende Aussage: ,Liegt bei der Durchfihrung des Tests die Anzahl der
verfarbten Fliesen aul3erhalb des Ablehnungsbereichs, dann trifft die Nullhypothese mit
hoher Wahrscheinlichkeit zu.*

b) Der Handler erhélt von der Herstellerfirma die Information, dass bei den Standardfliesen
die Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten von Verfarbungen bei 7,5 % liegt. Beschreiben
Sie den Fehler 2. Art im Sachzusammenhang. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit
fur den Fehler 2. Art.

Losungshinweise

a) Begrundung: Der Fehler, dessen Wahrscheinlichkeit der Handler beschranken mdchte,
muss beim Test den Fehler 1. Art darstellen. Die falsche Zuordnung der Fliesen zur
Guteklasse ,Standard” entspricht der falschen Ablehnung der Annahme, dass es sich um
Premiumfliesen handelt. Somit entspricht die Wahl der Nullhypothese der Zielsetzung
des Handlers.

Ablehnungsbereich: X: Anzahl der Fliesen mit Verfarbung, Hy : p<0,01, H;:p>0,01

Falls Hy zutrifft, ist X im Extremfall Byg.901-verteilt.
Gesucht ist die grof3te naturliche Zahl k mit P(X>Kk) <0,02 < P(X<k-1)>0,98.

Esist P(X<2)~0,921 und P(X<3)~0,982, somitist k—1=3<k=4.
A={4;5;...;100} .

Maximale Irrtumswahrscheinlichkeit: o ~1-0,982=0,018.

Beurteilung: Diese Aussage ist falsch. Wenn man ein Ergebnis auRerhalb des
Ablehnungsbereichs erhalt, liefert der Test keinerlei Information.

b) Beschreibung im Sachzusammenhang: Der Fehler 2. Art besteht darin, falschlicher-
weise anzunehmen, dass es sich um Fliesen der Guteklasse ,Premium® handelt.
Wahrscheinlichkeit flr den Fehler 2. Art: Der Fehler 2. Art tritt auf, falls X binomialverteilt
ist mit den Parametern n=100 und p =0,075 und die Stichprobe ein Ergebnis X <3
liefert. Die Wahrscheinlichkeit fur diesen Fehler ist p=P(X < 3) ~0,053.

Aufgabe 11.16

Ein Wurfel soll darauf hin untersucht werden, ob er ,gezinkt” ist. Man einigt sich darauf, ihn in
einem Test mehrmals zu werfen und die Anzahl der dabei gewdurfelten ,Sechser” zu zahlen.

a) Ein Vorschlag hierzu lautet: Der Wiirfel wird als ,,gezinkt* angesehen, wenn bei 150
Wirfen weniger als 20-mal oder mehr als 30-mal ein ,Sechser” gewurfelt wird.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass der Wiirfel als ,gezinkt* angesehen
wird, obwohl die Wahrscheinlichkeit fur einen ,Sechser tatsachlich % ist.

b) Ein anderer Vorschlag hierzu lautet: Es soll ein Signifikanztest mit einem Signifikanzniveau
von 1 % durchgefuhrt werden, bei dem der Wirfel 500-mal geworfen wird.
Erlautern Sie, welche Art von Signifikanztest geeignet ist, bestimmen Sie eine

Entscheidungsregel und berechnen Sie die Irrtumswahrscheinlichkeit.
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Losungshinweise

a) X seidie Anzahl der geworfenen ,Sechser”. X ist By 59.: -verteilt.
Es ist P(X <19)+P(X > 30) ~ 0,227.

b) Erlauterung: Da es keinen Hinweis auf die Richtung der Abweichung gibt, ist ein
zweiseitiger Test geeignet.
Bestimmung der Entscheidungsregel: X sei die Anzahl der geworfenen ,Sechser*.
Ho:p :é, Hi:p ¢%. Trifft Hy zu, so ist X ist Bgqg, 1 -verteilt.
Ablehnungsbereich ist A ={0,...,k;} U{Kk5,...500}.
Gesucht sind die grote Zahl k; mit P(X<k;) S%-0,0l sowie die kleinste Zahl k, mit
P(X>kj,) < %-0,01@ P(X<ky,-1)>0,995.
Es ist P(X <62) ~ 0,0049 und P(X < 63)~ 0,0071, somit ist k; =62.
Weiter ist P(X <£104) ~ 0,993 und P(X <105) ~0,9952, somit k, —1=105 <>k, =106 .

Entscheidungsregel: Sind unter den 500 geworfenen Augenzahlen héchstens 62 oder
mindestens 106 ,Sechser, so wird die Nullhypothese verworfen, und der Wirfel wird als
,gezinkt“ angesehen. Ansonsten gibt es keinen signifikanten Hinweis darauf, dass der
Wirfel gezinkt ist.

Irrtumswabhrscheinlichkeit: Es ist A ={0,...,62} U {106,...,500},

P(Xe A)=1-P(X<105)+P(X <62)~0,010.
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Teil I

Vertieft verstandnisorientierte Aufgaben
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Aufgabe lll.1

Die Funktion u ist auf IR definiert und differenzierbar.
Bilden Sie die Ableitung der Funktion f mit f(x) = €4

Bestimmen Sie damit eine Stammfunktion der Funktion g mit g(x) = 2x2 g%

Losungshinweise

f'(x) = ") .u'(x). Setze u(x)=4x3, dannist g(x) = = -e"®) .u'(x) . Also ist G(x) —% e
Aufgabe I11.2

Fir jedes a<IR\{0} ist die Funktion f; gegeben durch f;(x) =sin(a-x).

a) Bilden Sie die erste, dritte und flnfte Ableitung der Funktion f; .

b) Bestimmen Sie die 51. Ableitung der Funktion f;.

Losungshinweise

3 -cos(a-X) ; 1‘a(5)(x):a5 -cos(a- x)

a) fy'(x)=a-cos(a-x); f3"(x)=-a
b) Fir k=1 5:9:13... ist {®)(x)=a" - cos(a-x) und fir k =3; 7: 11; 15... ist

f(k)(x) —ak -cos(a-x). Alsoist f (51)(x) a>t -cos(a- x).

Aufgabe I11.3

Die Funktion g ist auf IR definiert und differenzierbar.
Die Funktion f ist gegeben durch f(x) =(x —xo)2 -g(x) .
Zeigen Sie, dass der Graph von fim Punkt P(xq | f(Xg)) die x-Achse als Tangente besitzt.

Losungshinweise

f(xg) =0, F'(X)=2(X—Xg)-9(X)+(X—Xg)?-g'(X) , es ist f'(xg) =0.
Damit ist die x-Achse Tangente im Punkt P(xq | 0).

Aufgabe lll.4
Die auf IR definierte Funktion f ist zweimal differenzierbar. Es gilt f'(5)=0 und f"(5)=2.

Zeigen Sie, dass die Funktion g mit g(x) = e ') an der Stelle x =5 ein lokales Maximum
besitzt.

Losungshinweise
g'(x)=-e" ™ .f(x) und g"(x) = e T® . f(x)-f'(x)- e T® . f(x).

Damit gilt g'(5)= - 1®).0=0 und g"(5)=e®).0.0-e®).2=2.e®) <
Folglich hat g an der Stelle x =5 ein lokales Maximum.
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Aufgabe IIl.5

Die Funktion g ist auf IR zweimal differenzierbar. Es gilt 9g(4)=2, g'(4)=0,5 und g"(x) <0
im Intervall [0; 6]. Untersuchen Sie, ob g im Intervall [0; 6] eine Nullstelle besitzt.

Losungshinweise

Aus g"(x) <0 folgt, dass @' im Intervall [0; 6] streng monoton fallend ist. Somit ist

9'(x) > 0,5 im Intervall [0; 4). Der Graph von g verlauft in diesem Bereich also tberall steiler
als die Gerade mit der Gleichung y =0,5x. Diese hat mit dem Graphen von g den Punkt
P(4]2) gemeinsam und geht durch den Ursprung. Somit besitzt g im Intervall [0; 4) eine

Nullstelle.

Aufgabe IIl.6
a2

Gegeben ist die auf IR definierte Funktion f durchf(x) = b——2 mit a,belR™.
X

Untersuchen Sie, welche Beziehung zwischen a und b bestehen muss, damit der Graph von
f den Graphen der Funktion g mit g(x) = x° beruhrt,

Losungshinweise

. 2a2 232 +
Esist f'(x) =<2~ und g'(x) = 2x. Der Ansatz <= = 2x fuhrt wegen x eIR™ auf x =+/a.

x> x3

f(\/a) = g(\/a) liefert die Bedingung b—a =a. Damitist b =2a.

Aufgabe .7

Gegeben sind die auf IR definierten Funktionen fy mit fy(X) = e (aeIR\{0}). Die zugeho-
rigen Graphen werden mit K, bezeichnet.
Untersuchen Sie, welche Beziehung zwischen a; und a, bestehen muss, damit sich K,

und K,  senkrecht schneiden.

Losungshinweise

Schnitt von Ky, und Ky, flihrt auf die Gleichung (a; —a;)-x =0, die fir a; # a5 die einzige

Losung xq =0 hat. Esist f;'(x) =a-e® . Damit sich Kal und Kaz senkrecht schneiden,

1
also a; =——.

muss gelten f, '(0) = —————,
g ay (0) faz 0) a

Aufgabe I11.8
Gegeben sind die Punkte Pa(0|a|4—a2) und Qa(6|a| 4—a2) fur ae[-2; 2].

Die Strecken P,Q, bilden mit einem Teil der x;,x,-Ebene den Mantel eines Korpers.

Bestimmen Sie das Volumen dieses Korpers.
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Losungshinweise

2 1 2
V:6-j(4—a2)da:6-{4a——a3} ~ 64
) 3 -2

Aufgabe 1.9

Gegeben sind zwei nicht kollineare Vektoren @ und b sowie eine reelle Zahl r mit 0 <r <1,
fiir die gilt: (3—r-b) Lb.

a) Stellen Sie die Vektoren @, b, r-b und a—r-b in einer beschrifteten Skizze dar.

b) Bestimmen Sierfir a={4 |und b=|-4].

Losungshinweise

a 'y - 4
) rb
a—rb :,;
B’ >

3 4 4
b) 4 |\—r-|-4||-| -4 =Oc>4(3—4r)—4(4+4r)—2(—6+2r):0<:>r:S

-6 -2 -2
Aufgabe I11.10

Gegeben sind die Ebenen E:ax; +bx, + X3 =d und F:ax; +bX, + X3 =d+2

a) Zeigen Sie, dass der Abstand der beiden Ebenen kleiner oder gleich 2 ist.

b) Untersuchen Sie, welche besondere Lage die Ebene E hat, wenn ihr Abstand
zu F genau 2 ist.
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Losungshinweise

@-0+b-0+d-d-2| 2
Va2 +b? +1 _\/a2+b2+1
Esist va +b% +1>1 und somit dEF)<2.
b) Aus der Bedingung \/a2 +h%+1=1 folgt a=b =0. Die Ebene x3 =d ist parallel zur

a) PO|0|d)eE , dEF)=d(P,F)=

X1X>-Ebene.
Aufgabe Il1.11 s
Alle Punkte P(xq | X, | X3), fiir die e

144x,2 +100x,2 +225x32 =900 gilt, bilden ein
sogenanntes Ellipsoid (siehe Abbildung).

a) Entscheiden Sie, welche der Koordinatenachsen
die x,-Achse ist. Begriinden Sie lhre Entscheidung.

b) Die Gerade g enthalt Q(2|0|0) und verlauft parallel zur x3-Achse. Sie schneidet das
Ellipsoid in zwei Punkten. Berechnen Sie den Abstand dieser beiden Punkte.

Losungshinweise

a) Die Gleichung 144x12 +100X22 +225x32 =900 hat fur x; = x3 =0 die Lésungen  x, =+3.
Also liegt der Punkt S;(0]3]0) auf dem Ellipsoid. Daher kann nur die nach rechts
zeigende Achse die x,-Achse sein.

b) R{(2]0]t)eg, Punktprobe mit Ellipsoid fuhrt zur Gleichung

14422 +100-02 + 225t2 =900 mit den Losungen t; =2 und t, =—2. Somit schneidet
g das Ellipsoid in den beiden Punkten R (2| 0] g) und R_s(2]0| —g)

Der Abstand der Schnittpunkte betragt %_(_%) = % .

Aufgabe I11.12

Eine Binomialverteilung hat die Parameter n; =100 und p; =0,8.

a) Ermitteln Sie die Parameter einer anderen Binomialverteilung, die den gleichen
Erwartungswert und die doppelte Standardabweichung hat.

b) Beschreiben Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede der Histogramme dieser beiden
Binomialverteilungen.

Losungshinweise

a) Es muss gelten: (I) n, -p, =100-0,8 =80 und (II) \/nz Py -(1-py) =24100:-0,8:0,2=8
(I) eingesetzt in (Il) fihrt auf /80 (1-p,) =8 mit der Lésung p, = 0,2, damit n, = 400
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b) Die hochsten Saulen befinden sich jeweils bei k =80 . Das Histogramm der zweiten
Verteilung ist breiter und flacher als das Histogramm der ersten Verteilung.

Aufgabe I11.13

Die sechs Seiten eines Wirfels tragen die Zahlen0-0-0-2-2-5.

a) Der Wurfel wird zehnmal geworfen. Betrachtet wird das Ereignis
A: ,Es wird insgesamt finfmal die O, dreimal die 2 und zweimal die 5 geworfen.”

5 3 2
Begrinden Sie, dass P(A)z(?j-(%) (Zj(%j (%) gilt.

b) Der Wiurfel wird zwanzigmal geworfen. Betrachtet wird das Ereignis
B: ,Es wird insgesamt zwdlfmal die 0, finfmal die 2 und dreimal die 5 geworfen.*
Geben Sie einen Term fur P(B) an.

Losungshinweise

10
a) Bei zehn Wirfen gibt es ( c j Maoglichkeiten fur die Positionen, an denen die finf Nullen

5
fallen kbnnen, sowie dann noch (3] Moglichkeiten fur die Positionen, an denen die drei

Zweien fallen kdnnen; die verbleibenden Positionen fur die beiden Finfen liegen dann

10) (5
fest. Insgesamt gibt es also ( c J(EJ mogliche Anordnungen. Die Wahrscheinlichkeit

38 (233 12
fur ein Ergebnis aus diesem Ereignis betragt (EJ [—j (—j . Somit ergibt sich

=5} (8] (3 (5] -
o o=} (3 () (3 (&)

Seite 50



